NOTATIONS ET OBJECTIFS DE L'ÉPREUVE 


On désigne par N l’ensemble des entiers naturels positifs ou nuls, par Z l'anneau des entiers relatifs, 
par R le corps des nombres réels et par C celui des nombres complexes. Pour z € €, on désigne 
respectivement par Re(z) et Im(z) la partie réelle de z et la partie imaginaire de z. 

Si À c Cest une partie de €, on note C -— À le complémentaire de À dans C. 


On note sh et ch les fonctions sinus et cosinus hyperboliques : 


e —-e 7 e +e 7 


VzecC, sh(z) = g et ch(z) = 5 


Dans un premier temps, nous établirons la relation suivante : 


n 
sh(nr) 


n 
sh(nT) 


Vx e]-n,nl, >= +3 (1) ch(nx) + ÿ (-1) cos(nx) = 0. 
n=1 n=1 


Ce sera l’objet des parties I, II, II et IV. Dans la partie V, nous déduirons de cette formule l'existence 
d’une fonction doublement périodique définie sur le plan complexe privé d’une famille dénombrable 
de points tous situés sur un réseau. 


PARTIE I 


1 1 
Soit f une fonction de classe C! de R dans C telle que f(x) = O (5) et f’(x) = O (2) lorsque |x| 
tend vers +00. ae 
Pour y € R, on pose f(y) = | fe ax. 
1. Établir que la fonction f est intégrable sur R, puis que f est bien définie sur R. 
2. Pour x réel, on pose uo(x) = f(x) et, pour n € N°,u,(x) = f(x+2nn) + f(x-27n). On définit une 
+N 


+00 


fonction g en posant g(x) = im ) f(x + 2nn) = ) u(x), lorsque cette somme converge. 
—+00 
n=-N 


n=0 
+00 
Dans ce cas, on note aussi g(x) = se f(x + 27n) cette limite. 
n=—00 


(a) Démontrer que g est définie sur R. 


(b)_ Établir que g est une fonction périodique dont on précisera une période. 


Â \ (c) Démontrer que les séries de fonctions » Un et sm u, convergent normalement sur tout 
compact de R. 


(d) En déduire que la fonction g est de classe C! sur R. 


Tournez la nace & VP 


3. À l’aide de ce qui précède, établir la formule sommatoire de Poisson : 


+00 +0 
re 1 L - 
Vx ER, 2 = — MA 
x à f(x + 27n) E 2 f(n)e 


4 Onfixet e C — iZ. On définit une fonction h; sur R de la façon suivante : 
pour x € [-n,n, on pose h;(x) = e"* et on étend à R en une fonction 27-périodique. 


(a) Déterminer les coefficients de Fourier (Cy)nez de hs. 
(b) Préciser le domaine de convergence de la série de Fourier de h4. 
(c)_ La série de Fourier de ; converge-t-elle en tout point vers la fonction h4? 


5. En déduire 


+00 


PL "À AGE 
VteC- PH Bar 
tr. > Fi 2 \dhtt) 


PARTIE II 


On dit qu’une suite de nombres complexes (ux)kez, indexée par Z, est sommable si et seulement s’il 
existe un réel positif M vérifiant : 


n 
VneN, ÿ° lwW= 3) lmI<M 


—n<Kk<n k=-n 


Soit (uxr)x nez une suite double de nombres complexes indexée par Z?. On dit que cette suite est 
sommable si et seulement s’il existe un réel positif M vérifiant : 


n n 
VneN, ÿ lul= D lu 


—n<k,ISn k=-n 1=-n 


< M. 


6. (a) Soit (uy)rez € CZ une suite sommable, on pose Sy = % Uk 


—n<Kk<n 
+00 
Montrer que la suite (Sn}nen converge. On note alors lim Êr > # uy la limite. 
+00 
k=-00 


(b) Soit (Ukr)xnez2 € CZ une suite double sommable, on pose 5; = + Uk: 
—n<k,I<n 
Montrer que la suite (S,)AeN converge. Dans un tel cas, on note im 7 Le Uk: 
(kKI)EZ2 


7. On considère (u1)4,nez2 une suite double à valeurs positives telle que, pour tout K € Z, la 


+00 


suite (ux1}ez Soit sommable, et on note a; = 2 ux, la somme de cette série. 


1=-00 
On suppose de plus que la suite (ax)-z est sommable. Démontrer que la suite double 
(uk xnez est sommable et : 


+00 +00 


x Uk — + DL Uk,]- 


(KDEZ2 ko 


8. Réciproquement, soit (4x1)nez2 une suite double à valeurs positives et sommable. Mon- 
trer que, pour tout k € Z, la suite (wxy)ez est sommable. On note ay sa somme. Établir la 


sommabilité de la suite (ax)xez et l'égalité > Uk] = = ak. 
(KDEZ? k=-00 


9. Soit (41)wnez2 une suite double de nombres complexes. On suppose que, pour tout k € Z, la 


de ce qui précède que : 
(i) la suite (ux1)xnez2 est sommable; 


Gi 


alors la suite (Br)1e7 est 


sommable ; 


(iii) de plus, 


+00 +00 


vs Du= rs SA Uk = ri Uk. 


k=-—00 I=-0c0 1=—00 k=—00 (k,D»eZ?2 


Indication : commencer par le cas des suites positives, puis réelles et enfin complexes. 


PARTIE III 


ï Le LE n-11Ch(nx) 
Pour x réel, et lorsque la série converge, on définit g(x) par : @(x) = _. 1) eh 


10. Déterminer le domaine de définition de @ (sur R). 


11. Démontrer que æ est de classe C” sur ] - n, nl. 


+00 

1 ; re 

12. Établir que pour ñn > HEnee a S2 » et et en déduire, avec justification, que : 
k=0 
+0 +00 
Vxe]-n,nl, (x) = = SD)" 1n rer . cr re) 6 
k=0 n=1 : 
/ 
ê LE Aa s ckh(r -Qena1)r } RTS = 4 « 
A e “ 


Tournez la page S.V.P. 


13. Démontrer que : 


+00 


1 
Vxe]-n,nl, o(x) = 2 23 1+ch(x = (2k+1)7) 


14. En déduire que @ se prolonge en une fonction paire, 27-périodique de classe C! sur R. 


15. Déterminer une fonction 1 de classe C” définie sur R et à valeurs dans R telle que 


A 


Vx ER, (x) = = > p(n)e"* et Y(n) = 


Ma 


PARTIE IV 


+00 
cos(2fx) d 


P xER, re) = | 
our on pose y(x) à RE 


16. Vérifier que la fonction y est bien définie sur R. 
17. Démontrer que la fonction y est continue sur R. 
18. Avec les notations de la partie précédente, relier simplement Ÿ et y. 


19. Établir la relation suivante : 


+00 
VxEeR, y(x) =1-4x : — sin(2xf)dt. 


20. En déduire : 


VxER, LAON 


k2 a. 


21. Déterminer alors une expression de la fonction y à l’aide des fonctions usuelles (on distinguera 
le cas x = O0). 


22. Établir que : 


cos(nx) = 0 


Vxe]J-nn, — A, Re + DC Fe ss 


Que vaut @(0)? 


PARTIE V 


23. Établir pourte C-i G + z) la sommabilité de la suite in) : 
(#+iG +n)) DT 


24. (a) À l’aide de la question 4, établir, pour t € C — iZ, l'égalité : 


chiAh 71 1 Le j. 1 
sh(nt) nt É DE » x) 


2 +00 

T je 

(b) En déduire que, pourte C—-iZ,ona: —;— = —_—. 
or sh(nt) 2 (+ in}? 
T2 es —1 


ni) (ti +n) 


(c) En déduire l'égalité: VteC-—: G + z) ; 


Définissons enfin la fonction Q sur Rpar:Vx ER, @(x) = p(x) —- p(0) où p est la fonction définie à 
la partie IIT et prolongée sur R à la question 14. 


; és : 1 
25. Établir que: VxeR, Q(x) = - Eten RO 2 
4 2 ch(£-(k+ln) ch°((k+hr) 


26. Établir, pour tout réel x, la sommabilité de la suite double 
Career à nn) 
@—(2k+1)n-(21+1)in)  ((2k+ 1)m + (21+1)in) / qez2 


27. En déduire que : 


on Le be —(2k+1)m-(21+1)in)  ((2k+1)r +(21+ —— | 


28. On note À = (2Z + 1)n + i(2Z + 1)r. 
Établir, pour tout z € C — À, la sommabilité de la famille 


1 1 
Ê _Qk+Dn-(2+1)in)  ((2k+ 17 + (21+ TE 


Tournez la page S.V.P. 


29. D'après ce qui précède la fonction & admet un prolongement sur € — A: 


1 1 
VzeC-A, q{G)=- “+ Fe — (Kk+1)n—(21+1)in)2  ((2k+1)n + (21+ ns 


Par la suite, on désigne aussi par @ cette fonction prolongée. 


(a) Vérifier que la fonction Q est 27 périodique, 2in périodique et paire. 


(b) Établir que Q est développable en série entière de la variable complexe au voisinage 0, le 
rayon de la série entière étant précisément V27. 


(c) Établir que @ est développable en série entière au voisinage de tout z € C — A. 


FIN DU SUJET 
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